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基于自洽方程组及传递函数的腔衰荡信号研究

潘 瑶，谭中奇，杨开勇* ，常欣祖
( 国防科学技术大学 光电科学与工程学院，长沙 410073)

摘要: 为了更好地理解腔衰荡技术的物理本质和测量过程从而更好地分析腔衰荡信号，利用自洽方程组、结合光学
无源腔的品质因子 Q值定义对腔衰荡技术的基本原理进行了推导，并结合该方程组有关系数的物理意义，引入传递函数
的概念分析了不同情况下的腔衰荡信号的基本特征。结果表明，这种分析方式可靠，可为腔衰荡技术在超低损耗薄膜性
能标定及腔内介质的吸收光谱测量等领域的应用提供理论指导。
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Analysis of the cavity ring-down signal based on self-consistent
equations and the transfer function

PAN Yao，TAN Zhong-qi，YANG Kai-yong，CHANG Xin-zu
( School of Opto-electric Science and Engineering，National University of Defense Technology，Changsha 410073，China)

Abstract: In order to better understand the physical nature and measurement process of the cavity ring-down technique and
analyze the signal，the self-consistent equations and the Q concept of a passive optical cavity were used to deduce the basic
principle． The transfer function was introduced to analyze the essential features of different signals under different conditions．
Results show that this analytical method is reliable and can provide theoretical guide for cavity ring-down measurements in
different areas such as the calibration of ultra-low loss films and the measurement of the intra-cavity absorption spectrum．
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引 言

腔衰荡技术( cavity ring-down technique，CRDT)
产生于 1984 年，它由美国 ANDERSON等人提出，其最
初的目的是解决超低损耗高反膜的性能标定问题［1］。
相对于其它测量技术或仪器( 如分光光度计、差动型
透反仪) 而言，腔衰荡技术具有结构简单、测量精度高
以及测量结果无需复杂标定等一系列优点。此外，膜
片的损耗越小，其测量精度也越高，因此该技术特别适

合极低损耗测量。目前，该技术已发展成为低损耗光
学膜片( 包括高反膜和减反膜) 损耗测量的标准方法。
近些年，基于该技术的商业化膜片损耗测量仪器也已

出现，如 LRG公司研制的腔损仪等。由于腔衰荡技术
测量的损耗为无源腔的总损耗，因此，该技术除了可测

量腔镜损耗外，还可用于腔内微量气态介质的吸收光

谱测量或浓度检测。1988 年，美国 O’KEEFE 等人首

次将腔衰荡技术应用于腔内氧气分子的禁戒跃迁吸收

光谱测量，得到了约 10 －8 cm －1的测量灵敏度［2］，从而

产生了一种新型高灵敏度光谱技术———腔衰荡光谱技
术。近些年来，腔衰荡光谱技术研究及其应用得到了
国内外学术界的广泛关注，该技术目前已被广泛应用

于物质定性和定量检测的各种领域［3］，如全球气候变

化研究、燃烧诊断、痕量气体检测［4］、生物医学应用及
农业科技生产等。
腔衰荡技术根据所采用的激光光源性质可分为脉

冲型和连续光波型两种［3］。相较之下，连续波腔衰荡
技术测量过程稍复杂: 它将一束窄线宽连续激光入射

到高品质无源腔内，当激光频率与无源腔的某纵模重

合时，激光将在衰荡腔内形成稳定谐振，当衰荡腔的出

射光功率大于某预设阈值时，快速关断激光入射，随后

无源腔的出射光功率将呈单指数衰减。由于腔的衰减
时间 τ与其总损耗 δ呈简单的反比关系，因此，只要测
得衰减时间即可求得腔的损耗值。从上述过程可看
出，腔衰荡技术的基础和核心是腔衰荡时间与腔总损

耗之间的关系函数。该技术产生初期，ANDERSON 等
人基于多光束干涉原理及传递函数［1］，对该关系进行

了推导，得到了两者之间的函数关系式，为该技术的应
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用奠定了理论基础。作者也曾基于能量守恒原理和无
源腔的 Q值定义［5］对该关系式进行了分析，得到了相
同的结论。在此，作者将从最基本的麦克斯韦方程组
出发，重新推导该关系式，并引入传递函数，就腔衰荡

技术实际测量中某些误差因素对测量的影响进行分

析，这对于更好地理解腔衰荡技术的特点和优势具有

一定意义，对于该技术的具体应用也有指导作用。

1 理论推导

从连续波腔衰荡技术的测量过程可知，腔衰荡现

象发生在入射光快速关断后，无源腔内积聚的光子在

自由状态下发生逐渐衰减的过程。为简化分析，首先
不考虑入射光关断的时间，只考察无源腔在自由状态

下的特性。此时，根据麦克斯韦方程组:

·D→ = 0， × E→ = － B
→

t

·B→ = 0， × H→ = J→ + D
→


{

t

( 1)

可以推导出自洽方程组［6］。式中，D
→
为电位移矢量，E

→

为电场强度，且 D→ = ε0E
→ + P→，其中 P→ 为介质的极化强

度矢量，ε0 为真空介电常数; H
→
为磁场强度，B

→
为磁感

应强度矢量，B
→ = μ0H

→
，μ0 为真空磁导率; J

→
为传导电流

且 J→ = σ E→，σ为介质的电导率。推导过程中使用了一
系列近似，主要包括: 假定一个电导率为 σ 的损耗介

质以避免边界值问题; 在激光介质中·P→≈0; 只考
虑激光器轴向的场强变化而忽略与轴向垂直方向上的

场强变化; 采用二能级原子对电场的贡献计算; 忽略一

些小的变化量等等［6］。
由麦克斯韦方程组，经过近似处理导出的自洽方

程组为:

En
·

+ 1
2 ·

ω
Qn

En = － 1
2 ·

ω
ε0
·Im( Pn )

ωn + φ
·

n = Ωn － 1
2 ·

ω
ε0
·En·Re( Pn

{ )

( 2)

式中，n代表腔的第 n 个模式，是典型值约为 106 的整
数; ω为激光的角频率; ωn 为腔的第 n 个分立模式的

角频率; Ωn =
nπc
L = knc 为无源腔的谐振角频率( L 为

腔长，c为光速，kn 为相应的波数) ; φn 为光场相位; 上

标·表示求导。根据腔衰荡技术的实际情况，设定分
析所用的光学腔为空腔，此时式中 Pn = 0，方程组( 2 )
式可化为:

En
·

+ 1
2 ·

ω
Qn

En = 0

ωn + φn
·

= Ω
{

n



In
·

+ ω
Qn

In = 0In = I0exp
－ t

Qn







ω
( 3)

式中，In = En
2 为第 n个模式的光场强度。由此可以看

出，自洽方程组表示在模的振荡频率 ωn + φn
·
等于无源

腔的谐振角频率 Ωn，且腔内无增益介质时，腔内光场

强度随时间程指数式衰减，其衰荡时间为 τ =
Qn

ω

［6］

。

由于光学腔的 Qn 值与腔损耗有关，为此，可以根

据 Q值的定义 Q = Ω θ
ρ

［5］

来分析腔的衰荡时间与腔的

单程损耗 δ之间的关系。其中，Ω为腔模式的角频率，
θ为腔内储存的总能量，ρ 为单位时间腔损耗的能量，
则有:

Qn = Ωn
θ
ρ

= 2πνn
1

δ L
c

= 2πL
δλn

( 4)

式中，Ωn 表示第 n个模式的角频率，νn 代表第 n 个模
式的频率，λn 代表第 n个模式的波长。将此结果代入
腔衰荡时间与腔的品质因子 Qn 的关系式，得到:

τ =
Qn

ωn
= L
δc

( 5)

上式就是腔衰荡测量的基础，它表明衰荡时间与腔的

损耗程简单的反比关系。测量出透射光信号的衰减时
间，就可以反推出腔的损耗。

2 系统分析

由( 3) 式可知，理想状况下，快速关断入射光时的
光学谐振腔输出光强呈单指数衰减。然而，在腔衰荡
技术的发展历程及工程应用中存在各种各样的情况需

要分析，譬如入射光的关断时间问题、入射光的不同形
式问题等，如何找到一种普适性的分析方法，对腔衰荡

技术及其应用具有重要意义。为此，将光学谐振腔看
成一个系统，引入信号与系统学科中的传递函数，建立

数学模型对此进行分析。分析中需注意的是，根据光
波的独立传播定律和叠加定律，只要在对光波振幅进

行分析时，系统才可看作线性时不变系统。若设连续
波腔衰荡系统中入射光强 I i = u( － t) ，出射光强 Io =

u( － t) + u( t) exp － t( )τ ，其中 u( t) 为单位阶跃函数，

τ为腔衰荡时间。则入射光和出射光的复振幅可分别
表示为:

E i = u( － t)

Eo = u( － t) + u( t) exp － t
2( ){
τ
( 6)

此时，连续波腔衰荡系统可以看作对入射光波进行了
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一次运算［7］，如图 1 所示。其中符号 T［ ］表示系统
运算。

Fig ． 1 Continuous-wave cavity ring-down system

为求得系统的传递函数 H( ω) ，分别对入射光振幅
和出射光复振幅进行广义傅里叶变换，得到系统传递函

数 H( ω) =
F( Eo )
F( Ei )

= 1
1 +2iωτ
，则系统的冲击响应:

h( t) = 1
2τ

exp － t
2( )τ ( 7)

已知系统的冲击响应和输入光的复振幅，则理论上可

通过输入信号与系统冲击响应的卷积求得任意入射光

的出射光振幅，即 y( t) = x ( t) * h ( t) ，进而求得出射
光光强。求解过程如图 2 所示。

Fig ． 2 Process of output signal derivation

3 典型应用

基于上述对腔衰荡信号及其系统的分析，来分析

两种典型情况下的腔衰荡信号情况。首先分析连续激
光的关断时间对腔衰荡测量的影响。可以知道，实际
的连续光腔衰荡系统不管采用何种操作方式来切断光

注入，都会存在一定的关断时间。例如，机械光开关器
件，其开关速度为毫秒级; 磁光开关的速度约为微秒

级; 而电光、声光开关速度最快也就是纳秒级 ～皮秒
级。一些研究已表明，关断时间对腔的透射光信号有
影响［8］，为此，基于上述推导分析关断时间对腔衰荡

测量的影响。假设此时的输入信号振幅为:

x( t) = u( － t) + u( t) exp － t
2τ( )

0
( 8)

式中，u( t) 为单位阶跃函数，τ0 为输入信号的关断时
间。则根据图 2 中所示过程可求得输出:

y( t) = τ
τ0 － τ

exp － t
2( )τ －

τ0
τ0 － τ

exp － t
2τ( )

0
( 9)

则输出光强:

Io ( t) = y( t) ·y* ( t) =

τ
τ0 － τ

exp － t
2( )τ －

τ0
τ0 － τ

exp － t
2τ( )[ ]

0

2

( 10)

由( 10) 式可知，当输入信号是衰减常数为 τ0 的指数衰

减信号时，输出信号不再是形如 I ( t) = exp － t( )τ 的

理想单指数衰减，而是如( 10 ) 式所示的双指数形式。
该分析结论与对于该问题前期的基于其它方法的分析

结果完全相同［9］，它为该问题的解决指明了方向，即

为消除入射光关断时间对测量结果的影响，可采用两

种方法: ( 1) 当关断时间较短时，可以舍弃部分衰荡过
程的前期信号进行单指数拟合; ( 2 ) 当关断时间较长
时，可直接对信号进行双指数拟合。
正如前面介绍所述，腔衰荡技术历史上有很多种

方案，如脉冲腔衰荡技术、相移腔衰荡技术等，下面来
分析相移腔衰荡技术的输出信号形式。在该技术中，
对输入光进行正弦调制，即 Ii ( t) = I［1 + cos( ω0 t) ］，
其中 ω0 为信号的角频率。为分析方便，设输入信号为

x( t) =1 + cos( ω0t) ，则其振幅 Ei = x( t槡 ) 槡= 2cos ω0t( )2
。

由图 2 所示过程进行计算，从而可得输出信号振幅

Eo =
2

1 + ω2τ槡 2 cos
ω0 t
2 － arctan( ωτ[ ]) ，则输出光强:

Io ( t) = y( t) ·y* ( t) =
1

1 + ω2τ2
1 + cos［ω0 t － 2arctan( ωτ{ }) ］ ( 11)

从( 11) 式可看出，此时输出信号相对于输入信号存在
一个相位延时，通过测量该相位延时量即可求得腔的

衰荡时间，进而得到腔的损耗值，这就是所谓相移腔衰

荡技术的测量原理，该技术最早由 HERBELIN等人［10］

提出，并得到应用。
基于此种分析方法对相移法腔衰荡信号的分析结

果与参考文献［11］中的结果在相位值上有 2 倍的差。
分析可知，差异原因是本系统分析中使用的是振幅而

非光强。根据光的独立传播定律和叠加定律，作者认
为，使用振幅进行线性系统分析是合适的，因为多光束

干涉在腔衰荡过程中时不可避免的，除非采取一些特

殊手段避免干涉的发生，如激光离轴入射到无源腔内。

4 小 结

利用自洽方程组，结合光学无源腔的品质因子 Q
值定义，对理想情况下光学谐振腔的性质进行了分析，

为腔衰荡技术的研究及其应用提供了一种新的分析方

式。借用传递函数的概念，求取了光学谐振腔系统的
传递函数，据此可求得理想情况下各种输入信号下的

输出信号形式。作者将此推导方法应用于两种具体系
统中，而理论上该方法及结论适合各种不同情况下的

信号分析，因此，对于腔衰荡技术及其应用具有普遍指

导意义。
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