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摘要：为了探究部分相干月牙形光束在非Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ谱中漂移的演化规律，采用拓展ＨｕｙｇｅｎｓＦｒｅｓｎｅｌ原理，得到了
相应的解析表达式，并运用ＭＡＴＬＡＢ进行了数值模拟。结果表明，在非Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ谱中，部分相干月牙形光束的漂移分
别随着各向异性参量的增大、湍流内尺度的增大、湍流外尺度的减小、结构常数的减小而降低；与各向同性湍流相比，各

向异性湍流对漂移的影响较小；月牙形光束的最大光强位置的离轴距离分别随着波长、光束阶数的增大而增大，随着相

干长度的增大而减小。月牙形光束由于最大光强位置的离轴特性，有利于绕过障碍物传输，所得结论对实际光通信有一

定参考价值。
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引　言

近年来，激光在遥感、成像、激光通信、微粒捕获、

材料热加工等方面［１５］的应用越来越广泛，众多研究者

对激光光束在大气中的传输进行了深入的研究。实际

的湍流传输过程中，大气湍流折射率的随机波动，直接

影响激光束的传描效率、偏振性、相干性［６］和光束质

量［７］。如何提高激光在大气湍流中传输时的光束质

量，一直是专家学者感兴趣的研究课题［８１０］。实验表

明，相对于完全相干光而言，部分相干光在湍流传输过

程中受湍流影响较小［１１］。目前，对于部分相干光在湍

流中的理论与实验研究越来越多［１２１８］，ＹＡＮＧ等人研
究了部分相干环状偏心光束在海洋湍流中传输的特

性［１６］；ＳＡＬＥＭ等人研究了部分相干光在大气湍流中
的长距离的传输特性［１７］；ＷＡＮＧ等人提出了一种部分
相干月牙形矢量光束的模型，从实验上借助于激光二

极管（ｌａｓｅｒｄｉｏｄｅ，ＬＤ）光源与透射式空间光调制器
（ｓｐａｔｉａｌｌｉｇｈｔｍｏｄｕｌａｔｏｒ，ＳＬＭ）产生了该光束，并用卷积
方法对其在 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ谱中谱密度及光束腰宽演化
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做了数值分析［１８］。

目前的研究表明，非 Ｋ谱模型相对于 Ｋ谱模型，
计算结果与实验结果相比参考文献［１９］更加吻合［１９］。

与ＷＡＮＧ所使用的方法不同，本文中基于维格纳分布
函数的二阶矩定义，利用非 Ｋ谱模型，对部分相干月
牙形光束在大气中传输时的光束腰宽与光束漂移做了

相应的计算和分析，最大光强位置的离轴距离的演化

规律做了计算和分析。

１　理论推导

１．１　平均光强与方均根束宽
根据维格纳分布函数的二阶矩理论，部分相干月

牙形光束在源场的交叉谱密度（ｃｒｏｓｓｓｐｅｃｔｒａｌｄｅｎｓｉｔｙ，
ＣＳＤ）函数形式为［１８］：

Ｗ（０）（ｒ１，ｒ２）＝τ（ｒ１）τ（ｒ２）∫ｐ１（ｖ１）×
ｅｘｐ［－ｉｋ（ｒ２－ｒ１）·ｖ１］ｄ

２ｖ１ （１）
式中，ｋ是波数，ｒ１与ｒ２是传输过程中两个随机的位置
矢量，ｐ１（ｖ１）是任意参量 ｖ１≡（ｖｘ，ｖｙ）值的非负函数，
τ（ｒ）具有高斯分布［１０］：

τ（ｒ）＝ｅｘｐ－ ｒ
２

２σ０
( )２ （２）

式中，σ０为光腰宽度，ｐ１（ｖ１）为极坐标形式下的可分
离函数［１８］：

　ｐ１（ｖ１）＝
ｋ２δ２（ｋδｖ１）

２ｎ

２ｎｎ！π
ｅｘｐ －

ｋ２δ２ｖ１
２

( )２
ｃｏｓ２ θ( )２ （３）

式中，λ是波长，ｎ为光束阶数，θ＝ａｒｃｔａｎ（ｖｙ／ｖｘ）表示
极坐标中向量ｖ１的方位角，δ为相干长度。

基于广义惠更斯菲涅耳原理，在 ｚ＞０的半空间
中，光束从源平面处传输到接收平面处的谱密度

（ｓｐｅｃｔｒａｌｄｅｎｓｉｔｙ，ＳＤ）函数可表示成［１０］：

Ｗ（ρ，ρ，ｚ）＝ １
λ２ｚ２∫∫Ｗ（０）（ｒ１，ｒ２）×

ｅｘｐ－ｉｋ２ｚｒ１
２＋ｉｋｚｒ１·( )ρ×

ｅｘｐｉｋ
２ｚｒ２

２＋ｉｋｚｒ２·( )ρ〈ｅｘｐ［Ψ（ｒ１，ρ，ｚ）＋
Ψ（ｒ２，ρ，ｚ）］〉ｍｄ

２ｒ１ｄ
２ｒ２ （４）

式中，ρ是接收平面处某一位置矢量。带有下标 ｍ的
角括号表示空间频域中相干理论电场的综合平均，
Ψ（ｒ２，ρ，ｚ）是由介质折射率的随机分布引起的复杂相
位扰动，Ψ（ｒ１，ρ，ｚ）表示复共轭，其中各向同性湍流
扰动项［１０］：

〈ｅｘｐ［Ψ（ｒ１，ρ，ｚ）＋Ψ（ｒ２，ρ，ｚ）］〉ｍ ＝

ｅｘｐ－
（ｒ２－ｒ１）

２

ρ０
[ ]２

（５）

式中，ρ０
２＝３／（２π２ｋ２Ｔｚ）为空间相干半径，取决于湍流

功率谱的选择。

湍流函数Ｔ可以表示为：

Ｔ＝∫０
∞

κ３Φｎ（κ）ｄκ （６）

　　湍流谱为：

Φｎ（κ）＝Ａ（α）珘Ｃｎ
２ζ２（ζ２κｘｙ

２＋κｚ
２＋κ０

２）－
α
２ ×

ｅｘｐ－
ζ２κｘｙ

２＋κｚ
２

κｍ
( )２

，（κ＞０，３＜α＜５） （７）

式中，κ＝ ζ２（κｘ
２＋κｙ

２）＋κｚ槡
２ ＝ ζ２κｘｙ

２＋κｚ槡
２，κ０＝

２π／Ｌ０，κｍ＝Ｃ（α）／ｌ０，ｌ０是湍流内尺度，Ｌ０是湍流外尺
度，珘Ｃｎ

２＝βＣｎ
２是结构常数，α为湍流参量，β为量纲常

数，ζ为各向异性参量。

Ｃ（α）＝ πＡ（α）Γ ３
２－

α( )２ ３－α( ){ }３

１
α－５
，

（３＜α＜５） （８）

Ａ（α）＝Γ（α－１）
４π２

ｃｏｓαπ( )２ ，（３＜α＜５）（９）
式中，Γ为伽马函数。

把（７）式代入（６）式，得：

Τ＝∫
∞

０

κ３Φｎ（κ）ｄκ＝ζ
２－α Ａ（α）
２（α－２）

Ｃｎ
２

ζ２
×

κｍ
２－α

ζ２
βｅｘｐκ０

２

κｍ
( )２ Γ２－α２，κ０

２

κｍ
( )２ －２κ０

４－α

ζ[ ]２ （１０）

β＝２
κ０
２

ζ２
－２
κｍ
２

ζ２
＋α
κｍ
２

ζ２
（１１）

　　（５）式等号右边可表示为：

ｅｘｐ－
（ｒ２－ｒ１）

２

ρ０
[ ]２

＝∫ｐ２（ｖ２）×
ｅｘｐ［－ｉｋ（ｒ２－ｒ１）·ｖ２］ｄ

２ｖ２ （１２）
式中，ｐ２（ｖ２）＝ｋ

２ρ０
２ｅｘｐ（－ｋ２ρ０

２ｖ２
２／２）／（２π）。

引入下列代换式：

ｒｄ ＝ｒ２－ｒ１
ｒｓ ＝（ｒ２＋ｒ１）

{ ／２
（１３）

　　将（１）式、（２）式、（３）式、（５）式、（１０）式、（１２）式
以及（１３）式带入（４）式中，经过积分运算得：

〈Ｉ（ρ，ｚ）〉＝ １
λ２ｚ２∫∫∫∫Ａ ｒｓ－

ｒｄ( )２ Ａｒｓ＋ｒｄ( )２ ×
ｐ１（ｖ１）ｐ２（ｖ２）ｅｘｐ－

ｉｋ
ｚｒｄ·( )ρ×

ｅｘｐ［－ｉｋｒｄ·（ｖ１＋ｖ２）］ｄ
２ｒｓｄ

２ｒｄｄ
２ｖ１ｄ

２ｖ２ （１４）

０８５
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式中，Ａ被定义为Ａ（ｒ）＝τ（ｒ）ｅｘｐ［ｉｋｒ２／（２ｚ）］，将Ａ以
及Ａ分别表示成它们的傅里叶变换形式：

Ａｒｓ＋
ｒｄ( )２ ＝ ｋ

２( )π
２

∫珘Ａ（ｕ１）×
ｅｘｐｉｋｕ１· ｒｓ＋

ｒｄ( )[ ]２
ｄ２ｕ１

Ａ ｒｓ－
ｒｄ( )２ ＝ ｋ

２( )π
２

∫珘Ａ（ｕ２）×
ｅｘｐ－ｉｋｕ２· ｒｓ－

ｒｄ( )[ ]２
ｄ２ｕ

















２

（１５）

　　有ｕ１＝ｕ２＝ｕ，将（１５）式带入（１４）式，并对 ｒｓ，ｒｄ
与ｕ积分可得：

〈Ｉ（ρ，ｚ）〉＝ １
λ２ｚ２∫∫∫∫珘Ａｖ１＋ｖ２＋ρ( )ｚ

２
×

ｐ１（ｖ１）ｐ２（ｖ２）ｄ
２ｖ１ｄ

２ｖ２ （１６）

式中，珘Ａ（ｕ）＝∫Ａ（ｒ）ｅｘｐ（－ｉｋｒ·ｕ）ｄｒ。
将ｐ１（ｖ１），ｐ２（ｖ２）与珘Ａ（ｕ）带入（１６）式，并对ｖ２积

分可得：

〈Ｉ（ρ，ｚ）〉＝ １
Ｆ（ｚ）

ｋ２ρ０
２

２Ｍ１
ｋ２δ２（ｋδ）２ｎ

２ｎｎ！π
ｅｘｐ－

Ｍ２
σ０
２ ρ( )２ ×

∫ｖ１２ｎｅｘｐ－ Ｍ２ｚ
２

σ０
２ ＋
ｋ２δ２( )２ ｖ１[ ]２ ×

ｅｘｐ－
２Ｍ２ｚ
σ０
２ ρ·ｖ( )１ ｃｏｓ２ θ( )２ ｄ２ｖ１ （１７）

式中，Ｆ（ｚ）＝１＋ ｚ２

ｋ２σ０
４，Ｍ１＝

ｚ２

σ０
２Ｆ（ｚ）

＋
ｋ２ρ０

２

２ ，Ｍ２＝

１
Ｆ（ｚ）

１－ ｚ２

σ０
２Ｆ（ｚ）Ｍ[ ]

１
。

将（１７）式由直角坐标转化到极坐标，对ｖ１与θ积
分，将得到在各向异性湍流中传输的月牙形光束的平

均光强的解析表达式：

〈Ｉ（ρ，ｚ）〉＝ １
Ｆ（ｚ）

ｋ２ρ０
２

２Ｍ１
ｋ２δ２（ｋδ）２ｎ

２ｎｎ！
×

ｅｘｐ －
Ｍ２
σ０
２ρ( )２ ｅｘｐ（－ｔ） １２ｎ！ ２σ０

２

２Ｍ２ｚ
２＋ｋ２σ０

２δ( )２
ｎ＋１

Ｌ{ １－

１
２ ｎ－( )１２ ！Ｍ２ｚσ０２ρ

２σ０
２

２Ｍ２ｚ
２＋ｋ２σ０

２δ( )２
ｎ＋３／２

Ｌ２ｃｏｓ} （１８）

式中，Ｌ０ｎ表示广义拉盖尔函数，Ｌ１＝Ｌ
０
ｎ（ｔ），Ｌ２＝Ｌ

１
ｎ－１／２（ｔ），

ｔ＝－２Ｍ２
２ｚ２ρ２／［σ０

２（２Ｍ２ｚ
２＋ｋ２σ０

２δ２）］。
对（１７）式做计算，得出光束在传输横截面上方均

根束宽为：

　　ＷＬＴ（ｚ）＝
σ０
ｚ
１
Ｍ槡２
＝ １
ｋ２σ０

２＋
σ０
２

ｚ２
＋４π

２Ｔｚ

槡 ３ （１９）

从（１９）式可知，方程右侧平方根第１项表示光束
在自由空间中传输时由σ０所引起的衍射；第２项表示
光束在自由空间中传输时只与初始参量和传播距离有

关，且其与传输距离的平方成反比；第３项表示各向异
性湍流引起的衍射。在湍流函数Ｔ＝０的自由空间中，
ｗ（ｚ）由无穷大降至一常数１／（ｋσ０）。当光束的传输
距离很短时，光束受到各向异性湍流引起的衍射可以

忽略不计；随着传输距离的增加，由各向异性湍流引起

的衍射项将起着主导作用，因为（１９）式中第３项值与
ｚ成正比，而第２项的值与ｚ的平方成反比。
１．２　光束漂移

ＡＮＤＲＥＷＳ和 ＰＨＩＬＩＰＳ基于几何光学近似和 Ｒｙ
ｔｏｖ近似，引入高斯滤波函数得到漂移模型为［１９］：

〈ｒｃ
２〉＝４πｋ２ＷＦＳ

２（Ｌ）∫０
Ｌ

∫０
∞

κΦｎ（κ）ＨＬＳ（κ，ｚ）×

１－ｅｘｐ－ΛＬκ
２（１－ｚ／Ｌ）２[ ]{ }ｋ

ｄκｄｚ （２０）

式中，

ＨＬＳ（κ，ｚ）＝ｅｘｐ［－κ
２ＷＬＴ

２（ｚ）］

Λ＝ ２Ｌ
ｋＷＦＳ

２（Ｌ）

１－ｅｘｐ －ΛＬκ
２（１－ｚ／Ｌ）２[ ]ｋ ΛＬκ

２（１－ｚ／Ｌ）２













ｋ

（２１）

式中，Ｌ为发射端和接收端之间的距离，ＷＦＳ（Ｌ）表示自
由空间下的光束宽度，ＨＬＳ（κ，ｚ）是大标量滤波函数，
ＷＬＴ（ｚ）表示湍流下的光束宽度，Λ表示无量纲参量，
则：

〈ｒｃ
２〉＝４πｋＷＦＳ

２（Ｌ）Ａ（α）珘Ｃｎ
２ΛＬζ２－α×

∫０
∞

κ３（珘κ０
２＋κ２）－

α
２ｅｘｐ－κ２ １

珘κｍ
２([ ＋

　
　
ＷＬＴ

２（ｚ) ]） ｄκ∫０
Ｌ

１－ｚ( )Ｌ
２
ｄｚ （２２）

　　将（７）式代入（２２）式，经过计算得：

〈ｒｃ
２〉＝

８πＬ２Ａ（α）珘Ｃｎ
２ζ２－α

２－２＋( )α
×

Γ２－α２，κ０
２ ｄ
ζ２
＋ １
κｍ

( )[ ]２ ∫０
Ｌ

（１－ｚ／Ｌ）２ｄｚ×

－２珘κ０
４－α＋珘κｍ

２ｅｘｐκ０
２ ｄ
ζ２
＋ １
κｍ

( )[ ]２ ｄ＋ １珘κｍ
( )２ α／２－{ ２

×

２ｄκ０
２

κｍ
２ ＋

２κ０
２

珘κｍ
２κｍ

２＋
－２＋α
珘κｍ

( ) }２
（２３）

式中，ｄ＝ＷＬＴ
２（ｚ），κｍ＝Ｃ（α）／ｌ０，κ０＝２π／Ｌ０，珘Ｃｎ

２＝
βＣｎ

２，β＝２珘κ０
２－２珘κｍ

２＋α珘κｍ
２，珘κ０＝κ０／ζ，珘κｍ＝κｍ／ζ，ｒｃ即
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表示部分相干月牙形光束在非Ｋ谱中的光束漂移。

２　数值计算与分析

（１８）式、（１９）式以及（２３）式是本文中经计算得到
的几个重要公式，从（１８）式可得到部分相干月牙形光
束传输时光强分布的演化规律。以下参量皆选为：

λ＝５３２ｎｍ，ｎ＝３，δ＝２ｍｍ，σ０＝５０ｍｍ，ｌ０＝１ｍ，Ｌ０＝
０．０１ｍ，ζ＝０．８，α＝３．５，Ｃｎ

２＝５×１０－１３ｍ－２／３。
图１ａ～图１ｄ中给出了在自由空间中月牙形光束

　　

传输至不同距离处的归一化光强分布。随着传输距离

的增大，光强从源平面中的高斯分布逐渐演化为月牙

形分布。图１ｅ～图１ｆ中给出了在Ｃｎ
２＝５×１０－１３ｍ－２／３

的各向异性湍流中，月牙形光束传输至不同距离处的

归一化光强分布，当距离小于０．５ｋｍ时，光强分布与
自由空间相似，然而对于较大的距离，由于大气湍流的

影响，光强从月牙形分布逐渐变回高斯分布。图１中
色柱表示３维坐标系中正值与颜色图的映射关系。

图２ａ表示各向异性参量ζ不同时，部分相干月牙
　　

Ｆｉｇ１　Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｉｎｔｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｐａｒｔｉａｌｌｙｃｏｈｅｒｅｎｔｃｒｅｓｃｅｎｔｌｉｋｅｂｅａｍａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｉｓｔａｎｃｅｓ
ａ～ｄ—Ｃｎ２＝０　ｅ～ｈ—Ｃｎ２＝５×１０－１３ｍ－２／３

Ｆｉｇ２　Ｃｈａｎｇｅｓｏｆｔｈｅｂｅａｍｗａｎｄｅｒｏｆｃｒｅｓｃｅｎｔｌｉｋｅｂｅａｍ
ａ—ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｂ—ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｄｅｘ

形光束在各向异性湍流中传输时漂移的变化曲线。由

图所示，ζ较小的部分相干月牙形光束的漂移的值大
于ζ较大的漂移的值，说明各向异性参量较大时，光束

漂移受湍流影响较小。当ζ＝１时，各向异性湍流变为
各向同性湍流，由图可知，各向异性湍流较各向同性湍

流对漂移的影响较小。图２ｂ中给出了湍流参量 α对
月牙形光束的漂移的影响。随着 α的增大，部分相干
月牙形光束的漂移先增加到最大值再逐渐下降，α的
值为１１／３时漂移达到最大值。

图３ａ中给出不同的湍流内尺度对部分相干月牙
形光束的漂移的影响。湍流内尺度较小的部分相干月

牙形光束的漂移的值大于湍流内尺度较大的漂移的

值，表明湍流内尺度较大时，光束漂移受湍流影响较

小。图３ｂ中给出不同的湍流外尺度对光束漂移的影
响。湍流外尺度较大时，光束漂移受湍流影响较大。

图３ｃ表示湍流结构常数不同时，部分相干月牙形光束
的漂移在各向异性湍流中传输变化曲线。随着传输距

离的增加，月牙形光束的漂移逐渐
"

大，湍流结构常数

越大，光束漂移越大。

图４ａ是当λ＝５３２ｎｍ，δ＝２ｍｍ，σ０＝５０ｍｍ时，非
Ｋ谱中光束阶数ｎ对部分相干月牙形光束的光强分布
的影响。可以看出，最大光强位置离轴距离随着 ｎ的
增大而增大。当ｎ取３，５和１０时，最大光强位置分别
位于－０．０８ｍ，－０．１２ｍ，－０．１７ｍ处，离轴距离分别为
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Ｆｉｇ３　Ｃｈａｎｇｅｓｏｆｂｅａｍｗａｎｄｅｒｏｆｃｒｅｓｃｅｎｔｌｉｋｅｂｅａｍ
ａ—ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｎｅｒｓｃａｌｅｓｏｆｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ　ｂ—ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｏｕｔｅｒｓｃａｌｅｓｏｆ
ｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ　ｃ—ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

Ｆｉｇ４　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｂｅａｍｏｒｄｅｒｎａｎｄｃｏｈｅｒｅｎｃｅｌｅｎｇｔｈδｏｎｉｎｔｅｎｓｉｔｙ
ａ—λ＝５３２ｎｍ，δ＝２ｍｍ，σ０＝５０ｍｍ　ｂ—ｎ＝３，λ＝５３２ｎｍ，σ０＝５０ｍｍ

０．０８ｍ，０．１２ｍ，０．１７ｍ。图４ｂ是不同相干长度 δ对光
强分布的影响，当 ｎ＝３，λ＝５３２ｎｍ，σ０＝５０ｍｍ时，最
大光强位置离轴距离随着 δ的增大而减小。当 δ取
１．０ｍｍ，２．０ｍｍ和４．０ｍｍ时，离轴距离分别为０．２０ｍ，
０．１１ｍ，０．０２ｍ。

图５ａ是当ｎ＝３，δ＝２ｍｍ，σ０＝５０ｍｍ时，非 Ｋ谱
中波长λ对部分相干月牙形光束的归一化光强的影
响。由图可知，最大光强位置的离轴距离随着波长的

增大而增大，光束越发散。图５ｂ是当 ｎ＝３，δ＝１ｍｍ，
σ０＝５０ｍｍ时，非Ｋ谱中光腰宽度σ０对光强分布的影
响。随着σ０的增加，部分相干月牙形光束的光强增
大，而最大光强位置不变，最大光强位置的离轴距离保

持不变。

Ｆｉｇ５　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｗａｖｅｌｅｎｇｔｈλａｎｄｂｅａｍｗｉｄｔｈσ０ｏｎｉｎｔｅｎｓｉｔｙ
ａ—ｎ＝１０，δ＝２ｍｍ，σ０＝５０ｍｍ　ｂ—ｎ＝３，λ＝５３２ｎｍ，δ＝１ｍｍ

３　结　论

基于广义惠更斯菲涅耳原理，推导了部分相干月
牙形光束在非Ｋ谱中平均光强、光束腰宽和光束漂移
的解析表达式，并进行相应的数值计算，得到了部分相

干月牙形光束在非Ｋ谱模型的漂移规律，光束漂移随
着各向异性参量的增大，湍流内尺度的增大，湍流外尺

度的减小，结构常数的减小而降低；与各向同性湍流相

比，各向异性湍流对光束漂移的影响较小；月牙形光束

的最大光强位置的离轴距离分别随着波长、光束阶数

的增大而增大，随着相干长度的增大而减小等规律，计

算所得结果对实际光束传输有一定的理论参考价值。
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